
íéîéëõòó 'òïöäåîéå ðïîñôéñ çòõððù'. á. óËÏÐÅÎËÏ×.

Like the witch, he liked to answer a question with a question; but the
answers to Rose's questions were always something she'd always known,

while the answers to his questions were things she had never imagined
and found startling, unwelcome, even painful, altering her beliefs.

U. K. Le Guin, Dragony.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. (8-9)
äÁÎÎÁÑ ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË. üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ

ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ. ïÎÉ ÐÏÄ×ÏÄÑÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë ÐÏÎÑ-
ÔÉÀ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÎÏ ××ÏÄÉÔÓÑ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ `ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ É ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ'.

1-Ñ ÓÅÒÉÑ.
1. ðÑÔÎÁÄÃÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÉÄÑÔ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÎÁ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÉ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÔÕÌØÑÈ.

ëÁÖÄÕÀ ÍÉÎÕÔÕ ÄÏÂÒÙÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÐÅÒÅÓÁÖÉ×ÁÅÔ ÉÈ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ:
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 5 10 8 11 14 15 6 13 1 4 9 7 2 12

)

þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ×ÓÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ?
ôÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÓÅÂÑ (ÂÉÅËÃÉÑ). (ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ f ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ×
×ÉÄÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÒÅÂÒÁ ÉÄÕÔ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎÙ k × ×ÅÒÛÉÎÕ f(k).) ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {a1; a2; : : : ; an}, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ak × aik ,
ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ

(
a1 a2 : : : an
ai1 ai1 : : : ain

)
(ÏÂÙÞÎÏ ak = k). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (a1a2 : : : an) :=

(
a1 a2 : : : an−1 an
a2 a3 : : : an a1

)
ÃÉËÌ.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ f ◦ g, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
(f ◦ g)(x) := f(g(x)).

2. îÁÊÄÉÔÅ (a) (12) ◦ (13); (b) (12) ◦ (23); (c) (23) ◦ (12); (d) (123) ◦ (132);
(e) (12) ◦ (13) ◦ (12); (f) (12345) ◦ (12).
3. (a) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 9-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÒÑÄËÏ× 7, 10, 12, 11.
(b) þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉ-

ËÌÏ× ÐÏÒÑÄËÏ× n1; :::; nk? ôÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (n1 + :::+ nk)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÔÉÐÁ 〈n1; :::; nk〉.

(c) ìÀÂÙÅ Ä×Å ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ a É b ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, Ô.Å. a = x ◦ b ◦ x−1 ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ x.

4. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÉÐÁ
(a) 〈2; 3〉; (b) 〈3; 3〉; (c) 〈1; 2; 3; 4〉.

0ïÂÎÏ×ÌÑÅÍÕÀ ×ÅÒÓÉÀ ÓÍ. ÎÁ www.mccme.ru/circles/oim/materials/groups.pdf. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÕÎËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÂÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ á. óËÏÐÅÎËÏ×, ïÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, íÁÔ. ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 10
(2006), 57{63. ÷ ÍÉÎÉËÕÒÓ ×ÈÏÄÑÔ (ÎÅ ×ËÌÀÞÅÎÎÙÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÔÅËÓÔ) ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÓÔÁÔØÉ ð. ëÏÚÌÏ× É á.
óËÏÐÅÎËÏ×, ÷ ÐÏÉÓËÁÈ ÕÔÒÁÞÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ çÁÕÓÓÁ (ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ), íÁÔ. ðÒÏÓ×ÅÝÅ-
ÎÉÅ, 12 (2008), 127{144, http://arxiv.org/abs/0804.4357 É ÐÕÎËÔÏ× `íÉÎÉËÕÒÓ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑÍ', 'íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ', 'ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ', `ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ' ÓÂÏÒÎÉËÁ íÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÁ × ÚÁÄÁÞÁÈ. óÂÏÒÎÉË ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ×ÙÅÚÄÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌ. ðÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á.
úÁÓÌÁ×ÓËÏÇÏ, ä. ðÅÒÍÑËÏ×Á, á. óËÏÐÅÎËÏ×Á, í. óËÏÐÅÎËÏ×Á É á. ûÁÐÏ×ÁÌÏ×Á. íÏÓË×Á, íãîíï, 2009.
www.mccme.ru/circles/oim/materilals/mvz.pdf. âÌÁÇÏÄÁÒÀ í. óËÏÐÅÎËÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.



5. ìÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ
(a) ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ×.
(b) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, Ô.Å. ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×Á

ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÃÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2).
(Ó) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (1i), i = 2; 3; : : : ; n.
6. îÁÚÏ×ÉÔÅ Ä×Å ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏ×ËÕ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
7. (a) ìÀÂÕÀ ÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÉËÌÏ×

ÄÌÉÎÙ 3?
(b) ìÀÂÕÀ ÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ-

ÐÏÚÉÃÉÊ?
(c) éÇÒÁ × 15. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ËÏÒÏÂÏÞËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ 4× 4 ÒÁÚÍÅÝÅÎÙ 15 Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÆÉÛÅË

ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × 1 Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1; 2; : : : ; 15, Á ÏÄÎÏ ÍÅÓÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ
ÆÉÛËÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁË, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÐÒÁ×Á. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÑ ÆÉÛËÉ
ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÆÉÛÅË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÌÅ×Á?




1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 ∗







1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14 ∗




(d) úÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. çÏÌÏ×ÏÌÏÍËÁ ÉÚ k + l − 1 ÒÁÚÎÏ×ÅÔÎÙÈ ÛÁÒÉËÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
Ä×ÕÈ ËÏÌÅÃ ÐÏ k É l ÛÁÒÉËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÛÁÒÉË (ÓÍ. ÒÉÓ., ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
ÐÏÚÖÅ). ðÒÉ ËÁËÉÈ k É l ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÛÁÒÉËÏ×?

õËÁÚÁÎÉÅ Ë 7: ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÉÔÁÊÔÅ ÄÁÌØÛÅ.
2-Ñ ÓÅÒÉÑ.
ðÕÓÔØ f | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n}. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (i; j), ÇÄÅ 1 ≤ i; j ≤ n,

ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏË ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ f , ÅÓÌÉ i < j, ÎÏ f(i) > f(j).
ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏ× ÞÅÔÎÏ.
8. þÅÔÅÎ ÌÉ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ n?
9. (a) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÞÅÔÎÏÊ (ÎÅÞÅÔÎÏÊ) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÞÅÔÎÁ (ÞÅÔÎÁ).
(b) ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÅÔÎÏÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÚÎÁÑ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ?
(c) ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÅÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ-

ÐÏÚÉÃÉÉ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.
(d) ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÅÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ËÏÍ-

ÐÏÚÉÃÉÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÎÏÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ.
10. (a) ëÁËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÏÌØÛÅ: ÞÅÔÎÙÈ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ?
(b) ìÀÂÕÀ ÞÅÔÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÉ-

ËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3.
11. ÷ ËÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ n-

ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ 1?
úÁÞÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ 1-Ê ÓÅÒÉÉ: 2def, 3ab, 4abc, 5ab, 6.
úÁÞÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ 2-Ê ÓÅÒÉÉ: 7abc, 8, 9abcd, 10ab.
ïÔ×ÅÔÙ. 1. 105.
2. (132), (123), (132), e, (23), (1345).
3. (a) îÕÖÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÏÒÑÄËÁ 11 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. (b) îïë(n1; : : : ; nk).
4c. 10!=4!.
6. (12) É (123 : : : n).
7. (a,b,c) ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ.



ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. (9{11)
äÁÎÎÁÑ ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÏÄÓÞÅÔÁÍ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÏÓÔÉ. îÁ ÐÒÉ-

ÍÅÒÅ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÏÄ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÁÖÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÇÒÕÐÐÙ É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, Á ÔÁËÖÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. (þÔÏÂÙ
ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÅÎÅÅ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ, ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ É ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÀÔ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.)

1-Ñ ÓÅÒÉÑ.
(úÄÅÓØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÂÅÚ ÉÄÅÊ, ÐÒÉ×ÏÄÑÝÉÈ Ë

ÌÅÍÍÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.)
1. (a) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ × ËÒÁÓ-

ÎÙÊ É ÓÅÒÙÊ Ã×ÅÔÁ? òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Ô.Å. Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ), ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

(b) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (Ô.Å. ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ) ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó 4
×ÅÒÛÉÎÁÍÉ?

(c) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × a Ã×ÅÔÏ× ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ? úÄÅÓØ ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ), ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

(d) þÉÓÌÏ ÉÚ (b) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ 4 ×ÅÒÛÉÎÁÈ × a Ã×ÅÔÏ×, ÇÄÅ
ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ×ÅÒÛÉÎ (Ô.Å. Á×ÔÏÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ,
ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ n ×ÁÇÏÎÞÉËÏ× × a Ã×ÅÔÏ× (Ô.Å. ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ × a Ã×ÅÔÏ×, ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ
ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ) ÄÌÑ

(a) n = 5; (b) n = 4; (c) n = 6.
3. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈ p-Ú×ÅÎÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ

× ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ p-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ). ìÏÍÁÎÙÅ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ
ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ.

2-Ñ ÓÅÒÉÑ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÍÕ ÷ÁÍÉ ÓÐÏÓÏÂÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n,

ÏÄÎÁËÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÄÌÑ "ÏÞÅÎØ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ" n)
ÓÐÏÓÏÂ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2c.

îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÐÏÅÚÄÁ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÁÇÏÎÞÉËÏ×.
(ôÏÇÄÁ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ a6 ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏÅÚÄÁ ÉÚ 6 ×ÁÇÏÎÞÉËÏ×.)

ðÏÓÞÉÔÁÅÍ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÞÉÓÌÏ P ÐÁÒ (�; s), × ËÏÔÏÒÙÈ s ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5} É � |
ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÐÏÅÚÄÁ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ ÎÁ s ×ÁÇÏÎÞÉËÏ×.

ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ s ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÒÏ×ÎÏ a(s;6) ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏÅÚÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ

P = a6 + a+ a2 + a3 + a2 + a:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(�) ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÃÉËÌÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓËÒÁÓËÁ � ÐÏÅÚÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ s ∈
{0; 1; 2; 3; 4; 5}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ s ×ÁÇÏÎÞÉËÏ× ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÓËÒÁÓËÕ � ÐÏ-
ÅÚÄÁ × ÓÅÂÑ, ÒÁ×ÎÏ 6=d(�). ðÏÜÔÏÍÕ

P =
∑

ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ � ÐÏÅÚÄÏ×

6
d(�) =

∑

ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ � ËÁÒÕÓÅÌÅÊ
d(�) · 6

d(�) = 6X:

úÄÅÓØ X | ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË. ðÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
• ÄÌÑ ÒÁÓËÒÁÓÏË � É �′ ÐÏÅÚÄÁ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ,

d(�) = d(�′) (ÜÔÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ d(�), ÇÄÅ � | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ
ËÁÒÕÓÅÌÉ);



• ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏÅÚÄÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÄ×ÉÇÁÍÉ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÓ-
ËÒÁÓËÉ � ÐÏÅÚÄÁ (Ô.Å. ÄÁÀÝÉÈ ÔÕ ÖÅ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ËÁÒÕÓÅÌÉ), ÒÁ×ÎÏ d(�).

éÔÁË, X = 1
6(a6 + 2a+ 2a2 + a3).

4. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ
(a) ÒÁÓËÒÁÓÏË ËÁÒÕÓÅÌÉ ÉÚ n ×ÁÇÏÎÞÉËÏ× × a Ã×ÅÔÏ×.
(b) a-Ã×ÅÔÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ n ÂÕÓ. (ïÖÅÒÅÌØÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏ×ÍÅ-

ÝÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÏÖÅÒÅÌØÑ (× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÏÖÅÒÅÌØÑ, ÌÉÂÏ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÅÊ ÏÖÅÒÅÌØÑ.)

5. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ × a Ã×ÅÔÏ×?
òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Ô.Å. Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ), ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÉÔÁÊÔÅ ÄÁÌØÛÅ.
6. îÁÚÏ×ÅÍ ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. (ôÏÇÄÁ

×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ a6 ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË.)
(a) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ËÕÂÁ (Ô.Å. ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ËÕÂ ×

ÓÅÂÑ).
(b) ëÁË ÐÏ ×ÒÁÝÅÎÉÀ s ËÕÂÁ ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï fix(s) ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÐÅÒÅÈÏ-

ÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ s?
(c) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ P ÐÁÒ (�; s), × ËÏÔÏÒÙÈ
• s | ×ÒÁÝÅÎÉÅ ËÕÂÁ É
• � | ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ s.
7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ st� ÞÉÓÌÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ s ËÕÂÁ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÕÀ

ÒÁÓËÒÁÓËÕ �;
(a) P = ∑

ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÍ ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ �
st�.

(b) äÌÑ ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË � É �′, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÒÁ-
ÝÅÎÉÑÈ, st� = st�′ (ÜÔÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ st �, ÇÄÅ � | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÅÚÁÍÏ-
ÒÏÖÅÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, Ô.Å. ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ).

(c) P = ∑
ÎÅÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÍ ÒÁÓËÒÁÓËÁÍ �

st � ·N�, ÇÄÅ N� | ÞÉÓÌÏ ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÈ ÎÅÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ �.

(d) þÉÓÌÏ ×ÒÁÝÅÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ � × ÚÁÍÏÒÏÖÅÎÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ
�′, ÒÁ×ÎÏ st�.

(e) st � ·N� = 24.
3-Ñ ÓÅÒÉÑ.
8. (a) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ × a Ã×Å-

ÔÏ×? òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Ô.Å. Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ), ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

(b) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × a Ã×ÅÔÏ× ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ
ÇÒÁÆÁ K3;3? ÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ 6 ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ 2 ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ 3 ×ÅÒÛÉÎÙ. òÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ
Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.
òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ.

9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÂÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÐÏ×ÔÏ-
ÒÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

10.* óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (Ô.Å. ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ) ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó
n ÎÅÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ? (ïÔ×ÅÔ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ.)

11.* ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ {0; 1}n → {0; 1} (Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(a) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ bn ÆÕÎËÃÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÇÒÕ-
ÜÎÔÎÏÓÔÉ.



(b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ lim
n→∞

n!bn=22n É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ.
úÁÞÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ: 1a, 2a, 4ab, 5, 6abc, 7abcde, 8a.
ïÔ×ÅÔÙ. 1. (a) 10. (b) 11. (c) a(a+ 1)(a+ 2)(a+ 3)=24.
2. (a) (a5 − a)=5.
3. ((p− 1)! + 1)=p.
8.a. a8+?a6+?a4

24 .
9. ìÅÍÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {g1 = idM;

g2; : : : ; gn} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ×ÚÑ-
ÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÇÄÅ idM { ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M × ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ
1
n

n∑
k=1

fix(gk), ÇÄÅ fix(gk) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ gk
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ.

ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ É ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. (10{11)
1-Ñ ÓÅÒÉÑ.
îÁÚÏ×ÅÍ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ (ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (Ô.Å. ÐÅÒÅ-

ÓÔÁÎÏ×ÏË) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ (Ô.Å. ÅÓÌÉ f; g ∈ G, ÔÏ f−1 ∈ G É f ◦ g ∈ G).

1. ìÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ).

2. åÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ G = {g; g2; : : : ; gn = id}, ÔÏ
ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÄÌÑ n =

(7) 1,2,3,4,5,6,7; (8) 8; (9) 9; (10) 10; (12) 12; (15)* 15; (21)* 21; (1001)* 1001?
õËÁÚÁÎÉÅ Ë 2, 3, 5b, 6bg: ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÉÔÁÊÔÅ ÄÁÌØÛÅ.
3. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ÇÒÕÐÐÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.
ðÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ e ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

an = e.
4. (a) ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÏÒÑÄÏË.
(b) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G (× ËÏÔÏÒÏÊ xy = yx) Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ e

×ÙÐÏÌÎÅÎÏ a|G| = e.
(c) åÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ) ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ 2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÜÌÅÍÅÎÏ× ÇÒÕÐÐÙ ÞÅÔÎÏ.
(d) åÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÏ× ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.
(e) ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÏ× ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
5. (a) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÞÅÔÎÏÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÉÌÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.
(b) úÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ËÁËÉÈ n ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ?
2-Ñ ÓÅÒÉÑ.
6. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.
(a) ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × G ÒÁ×ÅÎ 3 ÉÌÉ 5.
(b) íÏÖÅÔ ÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË 5?
(c) åÓÌÉ f; g ∈ G | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÑÄËÁ 5, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {f; f 2; f 3; f 4} É {g; g2; g3; g4} ÌÉÂÏ

ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
(d) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÒÑÄËÁ 3.
(e) åÓÌÉ f; g ∈ G | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÑÄËÁ 5, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄÒÕÇÏÇÏ.



(f) üÌÅÍÅÎÔÙ f; g ∈ G ÐÏÒÑÄËÏ× 3 É 5 ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.
(g) üÌÅÍÅÎÔÙ f; g ∈ G ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ {f; f 2} 6= {g; g2}, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó

ÄÒÕÇÏÍ.
7. (a) åÓÌÉ × ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 9 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕÐÐÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.
(b) ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. EÓÌÉ H | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G (Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÕÐÐÙ G,

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ), ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × G ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
× H.

8. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, f ∈ G | ÜÌÅÍÅÎÔ
ÐÏÒÑÄËÁ 5 É b ∈ G.

(a) ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ b−1fb ÒÁ×ÅÎ 5. (b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ b ∈ Z∗5, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ b−1fb = f b.
(c) fn = 1. (d) b−1fnb = fnb. (e) bc = bc = cb. (f) b3 = (b)3. (g) ôÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.
9. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÅÄÉÎÉÞ-

ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 3.
10. (a) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ pq ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, p < q

É q − 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.
(b)* åÓÌÉ p É q ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, p < q É q − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ

ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ pq ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
11. (äÒÕÇÏÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.)
(a) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕÐÐÙ G, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ G, ÒÁ×ÎÏ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ 'f : G → G, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
'f (g) = f−1gf .

(b) íÎÏÖÅÓÔ×Ï {'f}f∈G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G).
(c) åÓÌÉ × G ÉÍÅÅÔÓÑ 4x ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÒÑÄËÁ 5 É 2y ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÒÑÄËÁ 3, ÔÏ 20x + 6y

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 15.
12.* ôÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏ×Á. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pk É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pk+1, Á G |

ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÷ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÚ pk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
(b) þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.
(c) äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H É H ′ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g ∈ G, ÞÔÏ

H ′ = {ghg−1 | h ∈ H}.
úÁÞÅÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ: 3, 4bÓ, 5a, 6abcd, 7b, 8abcdefg.
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