
Ïåðâûå øàãè.
Ðåøåíèå ñîäåðæàòåëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ïîäîáíî âîñõîæäåíèþ íà âåðøèíó � òðåáóåò
òåðïåíèÿ è ñíàðÿæåíèÿ. Òàê è ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü îäíèì ïðûæ-
êîì, ñíàñêîêó.Ñëîæíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ýäàêèìè ïåðåáåæêàìè ñ ïðèâàëàìè. Ïðèâàëà-
ìè áóäóò ñëóæèòü ïðîñòåíüêèå, âçÿòûå ïî îòäåëüíîñòè, çàäà÷è. È òàê, øàã çà øàãîì ìîæíî
ïîäíÿòüñÿ íà âåðøèíó.

Ïåðâàÿ íàøà ìàëåíüêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðøèíà ïîêîðèëàñü åù¼ Ýâêëèäó, à íûí÷å ñòàëà
äîñòîÿíèåì øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ è çàäà÷íèêîâ.

Òåîðåìà �1. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P , ëåæàùàÿ âíå îêðóæíîñòè. ×åðåç òî÷êó
P ïðîâîäÿòñÿ äâå ïðîèçâîëüíûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A,B è C, D.
Òîãäà

PA× PB = PC × PD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìî òîæäåñòâî ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî ãäå-òî çàðûòî ïîäîáèå, êàê îêàçû-
âàåòñÿ, íåãëóáîêî. Èòàê, çàìåòèì, ÷òî ∆APC ∼ ∆PDB. Äåéñòâèòåëüíî, ∠PAC + ∠BAC =
180◦(ñìåæíûå), ∠BDC+∠BAC = 180◦(ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà)⇒
∠CAP = ∠BDP , à óãîë ïðè âåðøèíå P äëÿ îáîèõ òðåóãîëüíèêîâ îáùèé, îòêóäà çàêëþ÷àåì,
÷òî òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì, ïîýòîìó

PC

PB
=

PA

PD
⇒ PA · PB = PC · PD.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè òî÷êà P ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, òî

òåîðåìà âåðíà.
Óïð1. Äîêàæèòå ýòî.
Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè, íà-

ïðèìåð, A è B ñîâïàëè, òîãäà òåîðåìà áóäåò ãëàñèòü, ÷òî PA · PA = PA2 = PC · PD, ò.å.
êâàäðàò äëèíû êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¼ííîé èç äàííîé òî÷êè, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äëèí âíåø-
íåé ÷àñòè ñåêóùåé íà äëèíó âñåé ñåêóùåé, ïðîâåä¼ííîé èç ýòîé æå òî÷êè. Ïðè ýòîì ñåêóùóþ
ìîæíî âûáèðàòü ëþáóþ!
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È ÷òî ñïðàøèâàåòñÿ, ðàçâå ñ òàêîãî ìàëåíüêîãî õîëìèêà ìîæíî ïîäíÿòüñÿ êóäà-òî âûøå?!
Äëÿ íà÷àëà ïîãëÿäèì ñ õîëìèêà, îñìîòðèìñÿ. Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð, íà Ñåâåð, à òàì...
Çàäà÷à �1. (Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ îëèìïèàäà. Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ. 1996 ãîä. Áåð-

ëîâ Ñ.) Â ∆ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AM . Îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî ∆ABM , ïîâòîð-
íî ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå K, à îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî ∆AMC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB
â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî BL = KC.

Ðåøåíèå. Àãà, çäåñü ìû âèäèì àæ öåëûõ äâå îêðóæíîñòè è ïðîñÿò äîêàçàòü, ÷òî KC = BL.
À êàê æå ýòè òî÷êè ñâÿçàíû ñ îêðóæíîñòÿìè? Òî÷íî! Âåäü ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè
÷àñòÿìè ñåêóùèõ. Èòàê, çàïèøåì òåîðåìó î ñåêóùèõ äëÿ òî÷÷êè C è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABM :

CK · CA = CM · CB.

Àíîëîãè÷íî, ïîëó÷èì òåïåðü, ÷òî

BL ·BA = BM ·BC.

Ïîäåëèâ, ïåðâîå òîæäåñòâî íà âòîðîå, ïîëó÷èì:

KC

BL
=

BM

MC
· CA

BA
,

ò.å. äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî KC = BL îñòàëîñü äîêàçàòü
Óïð 2. Â òðåóãîëüíèêè ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AM . Äîêàæèòå, ÷òî AB

AC = BM
MC .

Âçëÿíóâ ñ õîëìèêà íàçàä, â ïðîøëîå ìîæíî óãëÿäåòü êëàññè÷åñêóþ
Çàäà÷à �2. Ïîñòðîéòå1 îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè, êîòîðàÿ êàñà-

ëàñü áû äàííîé

à) ïðÿìîé;

á) îêðóæíîñòè.

1âî âñåõ çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå íóæíî èñïîëüçîâàòü öèðêóëü è ëèíåéêó, åñëè íåîãîâîðåíî ïðîòèâíîå.
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Ðåøåíèå.

Êàê âîäèòñÿ â çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå, íà÷í¼ì ñ àíàëèçà. Äîïóñòèì, ÷òî íóæíàÿ îêðóæíîñòü
ïîñòðîåíà, è D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé a è ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äàííûå òî÷êè
A è B. Â òàêîì ñëó÷àå ïî íàøåé îñíîâíîé òåîðåìå �1 ïîëó÷àåì, ÷òî

DA×DB = DC2,

ãäå C � òî÷êà êàñàíèÿ èñêîìîé îêðóæíîñòè è äàííîé ïðÿìîé a. Íî âåäü îòðåçêè DA è DB
íàì ïî ñóòè äàíû èç óñëîâèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü âûïîëíèòü

Óïð �3. Äàíû îòðåçêè a è b, ïîñòðîéòå îòðåçîê c =
√

a · b.
Òàê íàéä¼ì òðåòüþ òî÷êó îêðóæíîñòè. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ïî òð¼ì òî÷êàì

è äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ îêðóæíîñòü äåéñòâèòåëüíî êàñàåòñÿ ïðÿìîé a. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñòðî-
åííàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò äàííóþ ïðÿìóþ a â äâóõ òî÷êàõ � C è E, òîãäà ïî òåîðåìå �1
DC = DA·DB

DE
, ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû ñòðîèëè C òàêèì îáðàçîì, ÷òî DC2 = DA · DB. Èç ñî-

ïîñòàâëåíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ íàõîäèì, ÷òî DE = DC, ò.å. òî÷êè ñîâïàäàþò, çíà÷èò
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé a.

Ïóíêò á) ðåøàåòñÿ ïîõèòðåå, íî îñíîâíàÿ èäåÿ òàæå.

Èòàê, äàíû äâå òî÷êè A,B è îêðóæíîñòü h(÷¼ðíàÿ íà êàðòèíêå). Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
÷åðåç òî÷êè A è B ïðîâîäèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùóþ äàííóþ â äâóõ òî÷-
êàõ, êîòîðûå îáîçíà÷èì E è F . Ïóñòü J � îáùàÿ òî÷êà ïðÿìûõ EF è AB (ñëó÷àé, åñëè ïðÿìûå
íå ïåðåñåêàþòñÿ íåîáõîäèìî ðàçîáðàòü îòäåëüíî). Òåïåðü äåéñòâóåì ïîõîæèì îáðàçîì, êàê â
ïóíêòå à), ïðîâîäèì èç òî÷êè J êàñàòåëüíûå ê èñõîäíîé îêðóæíîñòè h.

Óïð �4. Ïîñòðîéòå èç äàííîé òî÷êè êàñàòåëüíóþ ê äàííîé îêðóæíîñòè.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G è C òî÷êè êàñàíèÿ, äàëåå ñòðîèì äâå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
òî÷êè A,B, G � ïåðâàÿ è ÷åðåç A,B, C � âòîðàÿ (íà ðèñóíêå ýòè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû
ñèíèì ïóíêòèðîì ). Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûå îêðóæíîñòè äåéñòâèòåëüíî êàñàþòñÿ äàííîé
îêðóæíîñòè h. Äîêàæåì, ýòî, íàïðèìåð äëÿ ïåðâîé îêðóæíîñòè. Çàïèøåì íàùó îñíîâíóþ
òåîðåìó �1 äëÿ òî÷êè J , îêðóæíîñòè h, ñåêóùåé JF è êàñàòåëüíîé JG:

JG2 = JE · JF (∗)
Òåïåðü èñïîëüçóåì òåîðåìó äëÿ âñïîìàãàòåëüíîé îêðóæíîñòè (êðàñíîé), îïÿòü æå òî÷êè J ,
ñåêóùèõ JB è JF :

JA · JB = JE · JF (∗∗)
Ñîïîñòàâëÿÿ ôîðìóëû (*) è (**), âèäèì, ÷òî JG2 = JA · JB. À êîëè âûïîëíåíî òàêîå òîæ-
äåñòâî, òî îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B è G, êàñàåòñÿ ïðÿìîé JG (ñì. ðåøåíèå
ïóíêòà à) ). Çíà÷èò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,B è C, è îêðóæíîñòü h êàñàþòñÿ
ïðÿìîé JG â òî÷êå G, ñëåäîâàòåëüíî îíè êàñàþòñÿ. Àíîëîãè÷íî äëÿ âòîðîé îêðóæíîñòè.

Íà ñàìîì äåëå, ïðè ðåøåíèè ïîñëåäíåé çàäà÷è áûëî óñòàíîâëåí êðèòåðèé ïðèíàäëåæíî-
ñòè ÷åòûð¼õ òî÷åê îäíîé îêðóæíîñòè, ò.å. âåðíà òåîðåìà îáðàòíàÿ ê òåîðåìå �1. Ñåé ôàêò
áûâàåò òîæå ïîëåçåí.

Çàäà÷à �3. (Îëèìïèàäà 239 øêîëû, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã 1999ãîä. Áåðëîâ Ñ.)
ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ (BC||AD), E � òî÷êà äóãè AD îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Èç òî÷åê A è D îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìûå BE è CE. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ñðàçó òàê è íå ïîéì¼øü ãäå íàø êðèòåðèé-òî èñêàòü. Òóò âåäü ñòîëêî ðàâíûõ
óãëîâ, ñðàçó õîò÷åòñÿ âñå ïîîòìå÷àòü. Íî íå áóäåì ñïåøèòü. Â çàäà÷å ïðîñÿò ïîêàçàòü, ÷òî
òî÷êè N, T, Y, Z ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Äàâàéòå íà ñåêóíäó ïðåäñòàâèì, ÷òî ýòî òàê,
òîãäà âèäèì, ÷òî îòðåçêè ET è EN ÿâëÿþòñÿ ñåêóùèìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîãëàñíî òåîðåìå
îáðàòíîé ê òåîðåìå �1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

EN · EZ = ET · EY

À ýòî íå òàê-òî è òðóäíî. Äåéñòâèòåëüíî,

EN · EZ = EA cos(∠AEB) · ED cos(∠DEZ) = EA · cos(∠AEY ) · ED cos(∠TED)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî ∠AEB = ∠CED. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî AD||BC. Èòîãî,
òðåáóåìîå ðàâíåñòî äîêàçàíî, çíà÷èò òî÷êè N, T, Y, Z ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Òàêèì æå ïðè¼ìîì ðåøàåòñÿ
Óïð �5.(Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îëèìïèàäà èìåíè È.Ô. Øàðûãèíà. Çàî÷íûé òóð. 2007-2008 ó÷åáíûé ãîä. Çàñëàâ-

ñêèé À.) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå I. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèè
òî÷åê B è D íà ïðÿìûå IA è IC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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Òåïåðü-òî ìû ãîòîâû äîêàçàòü ñëåäóþùóþ æåì÷óæèíó ãåîìåòðèè
Çàäà÷à �4. ×åðåç ñåðåäèíó R õîðäû ZY ïðîâîäÿòñÿ äâå õîðäû NM è EF . A è B � òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûõ â òî÷êàõ N è M , E è F . Äîêàæèòå,
÷òî ZY ||AB.

Ðåøåíèå. Çäåñü íà ïîëíóþ êàòóøêó ðàáîòàþò ñâîéñòâà êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè. Òàê çàìå-
÷àåì, ÷òî AN ⊥ ON(êàñàòåëüíàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåä¼ííîìó â òî÷êó êàñàíèÿ),AO ⊥
NM(ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèêè ANM è NOM ðàâíîáåäðåííûå ñ îá-
ùèì îñíîâàíèåì NM). Èòàê, ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ANO

∆ONK ∼ ∆AON(∠O � îáùèé, ∠ANO = ∠NKO)⇒ ON
OA

= OK
ON

⇒ ON2 = OK × OA.
Òî÷íî òàêæå, ðàññìàòðèâàÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê OFB, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî OF 2 =
OL×OB. Íî âåäü ON = OF , èáî ðàäèóñû, à ïî ñåìó çàêëþ÷àåì, ÷òî

OK ×OA = OL×OB.

À ýòî æå â ÷èñòîì âèäå íàø êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ÷åòûð¼õ òî÷åê îäíîé îêðóæíîñòè(OA,OB
� ñåêóùèå !). Ïîýòîìó òî÷êè A,K, L è B äåéñòâèòåëüíî ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè! Ìàëî
ýòîãî, òàê îêàçûâàåòñÿ âåäü, ÷òî òî÷êè K, O, L è R ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (∠OKR +
∠OLR = 180◦).

5



Óïð 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììà ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦, òî âîêðóã
íåãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Ïîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ∠OBA = ∠ODR. Íà ñàìîì äåëå, èç âïèñàííîñòè KOLR ñëåäóåò, ÷òî
∠OKL = ∠ORL(îáà îïèðàþòñÿ íà äóãó OL), òîãäà ïîëó÷àåì : ∠LDR = 90◦ − ∠LRD =
∠ORL(äèàìåòð OR ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû ZY ⇒ OR ⊥ ZY ), íî ∠OBA = 180◦ −
∠AKL = ∠OKL. Èòàê, ïîëó÷èëè, ÷òî ∠ODR = ∠OBA ⇒ AB||ZY. Ôóõ... ìîæíî âûäîõíóòü.

Åñëè ïðèñìîòðåòüñÿ, òî â ýòîé çàäà÷å áûëî äîêàçàíî ñîâåðøåííî ôåíîìåíàëüíîå óòâåð-
æäåíèå. Çàôèêñèðóåì òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè, ÷åðåç íå¼ ïðîâîäèì âñåâîçìîæíûå õîðäû,
òîãäà âñå òî÷êè, îáðàçóþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ÷åðåç
êîíöû êàæäîé èç õîðä, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Âåðíî è îáðàòíîå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå âíóòðè îêðóæíîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ïðÿìóþ, à êàæäîé ïðÿìîé òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè. Òàêîå ïðåîáðàçîâíèå íàçûâàþò ïîëÿð-
íûì.

Åñòü åù¼ îäèí êëàññè÷åñêèé ïðèìåð, êîòîðûé çàñëóæèâàåò óïîìèíàíèÿ
Çàäà÷à î áàáî÷êå.
×åðåç ñåðåäèíó C ïðîèçâîëüíîé õîðäû AB îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå õîðäû KL è MN(òî÷êè

K è M ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò AB). Îòðåçêè KN è ML ïåðåñåêàåò AB â òî÷êàõ Q è P .
Äîêàæèòå, ÷òî PC = QC.
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Ðåøåíèå.
Òóò, êîíå÷íî æå, îäíîé ëèøü íàøåé òåîðåìîé �1 íå îáîéòèñü. Èòàê, îïóñòèì èç òî÷åê Q

è P ïåðåïåíäèêóëÿðû QN1 è QK1, PL1 è PM1 íà ïðÿìûå KL è MN ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ïîëó÷àåì

QC

PC
=

QK1

PL1

=
QN1

PM1

. (?)

Ýòî ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ : ∆QN1C ∼ ∆PM1C, ∆QK1C ∼ ∆PL1C. Èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ?
çàêëþ÷àåì, ÷òî

QC2

PC2
=

QK1 ×QN1

PL1 × PM1

. (??)

Òåïåðü èç òîãî, ÷òî : ∆QNN1 ∼ ∆PLL1, ∆K1KQ ∼ ∆M1MP íàõîäèì, ÷òî QN1

PL1
= QN

PL
è

QK1

PM1
= QK

PM
. Ïîäñòàâëÿÿ â ??, âèäèì:

QC2

PC2
=

QK

PM
· QN

PL
=

AQ ·QB

BP · AP
=

(AC −QC) · (AC + QC)

(AC − PC) · (AC + PC)
=

AC2 −QC2

AC2 − PC2
.

Çäåñü èñïîëüçîâàëè òåîðåìó �1(âî âòîðîì ðàâåíñòâå) è òî, ÷òî C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Èç
ïîñëåäíåé öåïî÷êè ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî: QC = PC.

Áåçóñëîâíî çàäà÷à î áàáî÷êè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ è ïîïóëÿðíûõ çàäà÷.
Òåì èíòåðåñíåå, ÷òî ¾çàäà÷à î áàáî÷êå¿ ñàìà ìîæåò ñëóæèòü ñâîåãî ðîäà êèïèð÷èêîì äëÿ
ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷.

Çàäà÷à �5(¾Çàäà÷íèê¿ Êâàíòà, Ì1827).
Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB, QH � ïåðïåíäèêóëÿð, îïó-

ùåííûé íà AB. Òî÷êè C è M � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Q è ðàäèóñîì
QH ñ ïåðâîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ CM äåëèò ðàäèóñ QH ïîïîëàì.
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Ðåøåíèå. Ïðîäëèì CH è MH äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ∠OMH = ∠MHO, èáî òðåóãîëüíèê MOH ðàâíîáåäðåííûé (OM = OH - ðà-
äèóñû), ∠OHM = ∠RHW , êàê âåðòèêàëüíûå, äà åù¼ è ∠RMO = ∠OWR, ïîòîìó ÷òî îïè-
ðàþòñÿ íà äóãó OR. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê HRW òàêæå ðàâíîáåäðåííûé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
∠MCH = ∠MHA, òàê îáà îïèðàþòñÿ íà äóãó MH, à ∠MCE = ∠MRE, òàê êàê îïèðàþòñÿ
íà äóãó ME, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ∠MHA = ∠HRE ⇒ AB||ER. Íî âåäü ðàäèóñ, ïðîâåä¼í-
íûé â òî÷êó êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé, ò.å. OH ⊥ AB, íî êàê, ìû òîëüêî ÷òî
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ïîêàçàëè, AB||ER ⇒ ER ⊥ OW . Äðóãèìè ñëîâàìè, IR ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé â ðàâíîáåäðåííîì
òðåóãîëüíèêå HRW , à ïî ñåìó ñîâïàäàåò ñ ìåäèàíîé⇒ HI = IW . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî H
ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé õîðäû OW (AB � äèàìåòð, AB ⊥ OW ), è ïðèìåíèòü ¾çàäà÷ó î áàáî÷êå¿.

Óïð. �7. (Ñ. Áåðëîâ) Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, H � îðòîöåíòð (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò),
D � ñåðåäèíà AD. Åñëè ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç H è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îòðåçêó HD ïåðåñåêàåò ïðÿìûå
AB è BC â òî÷êàõ E è F , òî HE = HF .

Óïð. �8. (Õàðóêè.) Äàíû äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû AB è CD îêðóæíîñòè è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà P
äóãè AB, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷êè C è D. Ïóñòü E è F � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õîðä PC è AB, PD è AB,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ AE·BF

EF íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè P .
Óïð. �9. Äîêàæèòå òåîðåìó ¾î áàáî÷êå¿, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óïðàæåíåíèå (óïð. �8.)
Óïð. �10. (îáîáùåíèå çàäà÷è î áàáî÷êå. È.Ô. Øàðûãèí.) Íà îêðóæíîñòè äàíà õîðäà AB, íà íåé � òî÷êè

M è N , ïðè÷¼ì AM = BN . ×åðåç òî÷êè M è N ïðîâåäåíû õîðäû PQ è RS ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå QS è
RP ïåðåñåêàþò AB â òî÷êàõ K è L. Ïîêàæèòå, ÷òî AK = BL.

Ñòåïåíü òî÷êè.
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè íà êàêèå ÷óäåñà ñïîñîáíà Òåîðåìà �1. Ýòà òåîðå-

ìà óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äëèí âíåøíåé ÷àñòè ñåêóùåé íà äëèíó âñåé ñåêóùåé íå
çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóùåé. Òàê äàâàéòå ïîñ÷èòàåì ÷åìó æå ðàâíî ýòî ïðîèçâåäåíèå. Èòàê,
âîçüì¼ì îïÿòü-òàêè òî÷êó P âíå îêðóæíîñòè è ïðîâåä¼ì ÷åðåç íå¼ ïåðâóþ ïðÿìóþ ïðîèç-
âîëüíî, à âòîðóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð.

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ: OP = d, OE = R. Òîãäà ïî Òåîðåìå �1 ïîëó÷èì, ÷òî
PE · PD = PF · PG = (d−R) · (d + R) = d2 −R2.

Äëÿ ëþáîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà R è ëþáîé òî÷êè P , îòñòîÿùåé íà ðàññòîÿíèå d îò öåíòðà,
âåëè÷èíó

d2 −R2

íàçûâàþò ñòåïåíüþ òî÷êè îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè. Ñòåïåíü òî÷êè ïîëîæèòåëüíà,
åñëè òî÷êà íàõîäèòñÿ âíå îêðóæíîñòè, îòðèöàòåëüíà, åñëè òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè îêðóæ-
íîñòè. Îêàçûâàåòñÿ ïîíÿòèå ñòåïåíè òî÷êè, êîòîðîå ïðîèñòåêàåò èç âñ¼ òîé æå òåîðåìû �1,
àðõèïîëåçíî ïðè ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷.

Òåîðåìà Ýéëåðà. Ïóñòü ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R, à ðàäèóñ âïèñàííîé � r,
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåòðàìè âïèàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ðàâíî d. Òîãäà èìååò ìåñòî
òîæäåñòâî

d2 = R2 − 2rR.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � öåíðò âïèñàííîé îêðóæíîñòè ,êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ñîâïà-
äàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ, ïîýòîìó ∠IAC = ∠BAI è ∠ABI = ∠CBI. Îòìå-
òè òàêæå, ÷òî ∠B1AC = ∠B1BC, ò.ê. îïèðàþòñÿ íà äóãó B1C. Äàëåå, ∠AIB1 = ∠IAB +
∠ABI(òåîðåìà î âíåøíåì óãëå òðåóãîëüíèêà), ñëåäîâàòåëüíî ∠IAB1 = ∠AIB1,ò.å. ∆AIB1

ðàâíîáåäðåííûé ⇒ AB1 = B1I. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà B1AB çàêëþ÷àåì, ÷òî
AB1 = 2R sin ∠ABB1, à èç òðåóãîëüíèêà BIH íàõîäèì, ÷òî BI = r

sin ∠IBH
. Òåïåðü, ñîåäåíèâ

öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïîëó÷èì

(R− d)(R + d) = BI · IB1 =
r

sin ∠IBH
· 2R sin ∠ABI = 2rR.

Óïð 11. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå R ≥ 2r. Äëÿ êàêèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî.

Óïð 12. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A, I, C, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà BHI. Ïîêàæèòå, òàêæå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà AIC, ïðîõîäèò
÷åðåç öåòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîé ôàêò êàê òåîðåìà Ýéëåðà ïðèîòêðûâàåò äâåðöó â ñëåäóþùèé óäè-
âèòåëüíûé óãîëîê ýëåìåòàðíîé ãåîìåòðèè. Äîïóñòèì, ÷òî ìû îïèñàëè îêðóæíîñòü α âîêðóã
òðåóãîëüíèêà ABC è âïèñàëè â íåãî îêðóæíîñòü β, òîãäà îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâóþ áåñêîíå÷íî
ìíîãî òðåóãîëüêîâ, äëÿ êîòîðûõ îêðóæíîñòè α è β áóäóò îïèñàííûìè è âïèñàííûìè ñîîò-
âåòñòâåííî. À èìåííî, åñëè ìû âîçüì¼ì íà îêðóæíîñòè α òî÷êó B1, è ïóñòü êàñàòåëüíûå ê
îêðóæíîñòè β, ïðîâåä¼ííûå èç òî÷êè B1, ïåðåñåêàþò α â òî÷êàõ A1 è B1, òîãäà ïðÿìàÿ A1B1

êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè β.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà îòðåçîê A1C1 íå êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè β.
Â òàêîì ñëó÷àå, ñîõðàíÿÿ öåíòð îêðóæíîñòè β íà÷í¼ì óâåëè÷èâàòü(åñëè β ïåðåñåêàåò A1C1,
òî íóæíî ðàäèóñ óìåíüøàòü) å¼ ðàäèóñ äî òîé ïîðû, ïîêà îêðóæíîñòü íå êàñí¼òñÿ îòðåçêà
A1C1. Òîãäà, äëÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì îêðóæíîñòè β1, çàïèøåì òåîðåìó Ýéëåðà

R2 = d2 + 2r1R

Ñðàâíèâàÿ ýòî òîæäåñòâî, ñ ôîðìóëîé Ýéëåðà äëÿ îêðóæíîñòåé α è β

R2 = d2 + 2rR,

çàêëþ÷àåì, ÷òî r = r1, ïîýòîìó A1C1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè β.
Òîëüêî ÷òî ìû äîêàçàëè ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîé
òåîðåìû Ïîíñåëå. Ïóñòü îêðóæíîñòü β ëåæèò â îêðóæíîñòè α. Èç òî÷êè A1 îêðóæíîñòè

α ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè β, îáîçíà÷èì A2 âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëü-
íîé ñ α. Èç òî÷êè A2 âíîâü ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè β è îòìåòèì òî÷êó A3 å¼
ïåðåñå÷åíèÿ ñ α. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì òî÷êè A4, A5 · · · Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî A1 = An, òî äëÿ
ëþáîé äðóãîé òî÷êè Ã1 ñîâïàä¼ò ñ Ãn.

Óïð �13?. Äîêàæèòå òåîðåìó Ïîíñåëå.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè äâèæåíèå îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà, íàïðèìåð A, ïî îêðóæíîñòè
α ïîëîæåíèå äâóõ äðóãèõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêàåò âîïðîñ, à ïî
êàêèì òðàåêòîðèÿì äâèæóòñÿ çàìå÷àòåëëüíûå òî÷êè òðåóãîüíèêà, ïðè äâèæåíèå âåðøèíû A
ïî îêðóæíîñòè α ?

Ðàäèêàëüíàÿ îñü.
Äî ñåé ïîðû òàê è íåÿñíî ÷åãî ðàäè ââîäèëîñü ïîíÿòèå ñòåïåíè òî÷êè � âñå çàäà÷è è

áåç íåãî âïîëíå ðåøàþòñÿ. Â ýòîé ÷àñòè ïîíÿòèå ñòåïåíè òî÷êè ðàññïðàâèò êðûëüÿ. Íî äëÿ
íà÷àëà íóæíî ðåøèòü

Çàäà÷à �6. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, ñòåïåíè êîòîðûõ îòíîñèòåëü-
íî äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâû.

Ðåøåíèå. Çäåñü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì êîîðäèíàò. Ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáåðåì
ñëåäóþùåì îáðàçîì: îñü x ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû îêðóæíîñòåé, òîãäà
îñü y áåð¼ì, êàê îáû÷íî, ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x . Ïóñòü ðàäèóñû îêðóææíîñòåé áóäóò r1

è r2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç a îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó îêðóæíîñòÿìè. Èòàê, ïóñòü òî÷-
êà èç èñêîìîãî ìíîæåñòâà èìååò êîîðäèíàòû (x0; y0). Çàïèøåì óñëîâèå ðàâåíñòâà ñòåïåíåé
îòíîñèòåëüíî äâóõ îêðóæíîñòåé:

x2
0 + y2

0 − r2
1 = (x0 − a)2 + y2

0 − r2
2 ⇒ x0 =

r2
2 − r2

1 − a2

2a
.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèè öåòðîâ. Íà ñàìîì äåëå, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç èñêîìîãî ìíîæåñòâà ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé, à òåïåðü íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî ëþáàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Íî â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòñÿ,
ïðîâåäÿ âûêëàäêó â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Íàéäåííóþ ïðÿìóþ íàçûâàþò ðàäèêàëüíîé îñüþ
äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé.

Äàëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
Óïð. 14 Ïîñòðîéòå ðàäèêàëüíóþ îñü äâóõ îêðóæíîñòåé.
Íà ñàìîì äåëå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàäèêàëüíîé îcè äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ áû îäíó òî÷êó

ýòîé îñè. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ìû çíàåì, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ëèíèè öåòðîâ îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó, åñëè óäàëîñü íàéòè îäíó òî÷êó ðàäèêàëüíîé
îñè, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò ïðîñòî èç ýòîé òî÷êè îïóñòèòü(ëèáî âîññòàâíîâèòü) ïåðïåí-
äèêóëÿð ê ïðÿìîé öåòðîâ äâóõ îêðóæíîñòåé. Òàê, íàïðèìåð, åñëè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ,
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òî ðàäèêàëüíàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî-òàêè ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé îáùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé,
à â ñëó÷àå êàñàíèÿ ðàäèêàëüíàÿ îñü áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî
ëèíèè öåíòðîâ, ò.å. áóäåò êàñàòåëüíîé ê êàæäîé èç îêðóæíîñòåé.

Ïî ñóòè, ïîíÿòèå ðàäèêàëüíîé îñè îòâå÷àåò íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì
Óïð �15. Êàêîâî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì èìåþò ðàâíûå

äëèíû?
Îòìåòè òàêæå, ÷òî îêðóæíîñòè, èìåþùèå îáùóþ ðàäèêàëüíóþ îñü, íàçûâàþòñÿ ñîîñíû-

ìè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü òðè îêðóæíîñòè 1, 2, 3, öåíòðû êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé. Ëþáûå äâå èç ýòèõ îêðóæíîñòåé èìåþò ñâîþ ðàäèêàëüíóþ îñü, òîãäà ðàññìîòðèì òî÷-
êó I ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ èç íèç, íàïðèìåð k(ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé 1 è 3) è
n(ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé 1 è 2). Cðàâíèì ñòïåíü òî÷êè I îòíîñèòåëüíî òð¼õ äàííûõ
îêðóæíîñòåé. Ðàç òî÷êà I ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé, òî å¼
ñòïåíü îòíîñèòåëüíî ýòèõ äâóõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâà. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ñòïåíü ýòîé
òî÷êè îäèíàêîâà è äëÿ îêðóæíîñòåé 1 è 3, à ïîýòîìó ñòåïåíü ýòîé òî÷êè îäèíêàêîâà îòíîñè-
òåëüíî âñåõ òð¼õ äàííûõ òî÷åê.
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À ÷òî ýòî çíà÷èò? Òàê âåäü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà îáÿçàíà ëåæàòü è íà òðåòüåé ðàäèêàëüíîé
îñè! Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå òðè ðàäèêàëüíûå îñè k,m è n ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå!

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïî÷åìó â òåîðåìå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû öåíòðû íå ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé?
Èòàê, íàìè äîêàçàíà
Òåîðåìà �2. Åñëè öåíòðû òð¼õ îêðóæíîñòåé íå ëåæàò íà ðîäíîé ïðÿìîé, òîãäà èõ

ðàäèêàëüíûå îñè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòó òî÷êó íàçûâàþò ðàäèêàëüíûì öåòðîì
òð¼õ îêðóæíîñòåé.

Ñèëó ýòîé òåîðåìû ïîñìîòðè äëÿ íà÷àëà íà êëàññè÷åñêîé
Çàäà÷å �7. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, C è D, E è F . Äîêà-

æèòå, ÷òî ïðÿìûå AB, CD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ AB ÿâëÿåòñÿ îáùåé õîðäîé îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè O1 è O2, à ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ èõ ðàäèêàëüíîé îñüþ. Àíîëîãè÷íî, äëÿ äâóõ äðóãèõ õîðä CD è EF . Òàêèì îáðàçîì,
âñå òðè õîðäû ÿâëÿþòñÿ ðàäèêàëüíûìè îñÿìè, êàê ðàç òåìè, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â òåîðåìå
�2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òîé æå ñàìîé òåîðåìå �2, òðè õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì áîëåå ¾ñâåæèé¿ ïðèìåð
Çàäà÷à �8(Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà ÑØÀ, 1997 ãîä). Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC

âî âíåøíþþ ãðàíèöó ïîñòðîåíû ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè BCD,CAE è ABF . Äîêàæè-
òå, ÷òî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè A,B è C ïåðïåíäèêóëÿðíî EF, FD è DE ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Â çàäà÷å òðåáóþò äîêàçàòü, ÷òî òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, à êàê
ðàç äëÿ ýòîé öåëè ó íàñ èìååòñÿ òåîðåìà �2, íî êàê å çäåñü ïðèìåíèòü? Âåäü â òåîðåìå øëà
ðå÷ü î ðàäèêàëüíûõ îñÿõ îêðóæíîñòåé, à òóò íè ñëîâà ïðî îêðóæíîñòè íåò. Åñëè æå ïðè-
ñìîòðåòüñÿ, òî îêðóæíîñòè çäåñü åñòü, à èìåííî âåðøèíû ðàâíîáåäðåííõ òðåóãîëüíèêîâ F, D
è E ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îêðóæíîñòåé ñ ðàäèóñàìè FA, DB è EC ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì
òàêóþ êàðòèíêó
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Òåïåðü æå äî ðåøåíèÿ ñîâñåì áëèçêî, âåäü, íàïðèìåð òî÷êà ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëüíîé îñè
îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè F è E. C äðóãîé ñòîðîíû ïðÿìàÿ AH ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè öåí-
òðîâ òåõ æå îêðóæíîñòåé, è ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ AH ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ îêðóä-
íîñòåé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ F è E. Àíîëîãè÷íî, ïðÿìûå BL è CJ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàäèêàëü-
íûìè îñÿìè, ïî òåîðåìå �2 ýòè òðè ïðÿìûå ïåðåñåêóòüñÿ â îäíîé òî÷êå!

Ïîñìîòðèòå, âåäü â ôîðìóëèðîâêå ïîñëåäíåé çàäà÷è íè ñëîâî íå áûëî îá îêðóæíîñòÿõ è
óæ òåì áîëåå î ðàäèêàëüíûõ îñÿõ, íî ðàäèêàëüíàÿ îñü, ñäåëàâ ñâî¼ äåëî, îñòàëàñü çà êàäðîì.
Êñòàòè, èç ýòîãî ðåøåíèå ìîæíî óçðåòü êàêèì îáðàçîì çàäà÷à ïðèäóìûâàëàñü.

Âîîáùå æå, ïîðîþ ïîíÿòèå ðàäèêàëüíîé îñè ïîçâîëÿåò âçãÿëíóòü íà çíàêîìûå îáúåêòû
ïîä íîâûì óãëîì è íàéòè íîâûå ñâîéñòâà.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð

Îðòîöåíòð.
Òðè âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ñåé ôàêò èçâåñòåí ñ íåçîïàìÿòíûõ
âðåì¼í. Òàê âîò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò íàçûâàþò îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà.

Èíòåðåñåíî çàìåòèòü òî, ÷òî ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò íåòðóäíî îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ íà-
øåé òåîðåìû �2. Äåéòñâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC ïðîâåä¼ì â í¼ì òðè âûñîòû
AA1, BB1 è CC1.

Îäíàêî, ìîæíî ïðèìåòèòü, ÷òî èç òî÷åê A1 è C1 îòðåçîê AC âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A,C1, A1 è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, öåíòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Àíîëîãè÷íî ïîëó÷àåì åù¼ äâå îêðóæíîñòè.
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Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû æå ïðèøëè ê çàäà÷å ¾î òð¼õ õîðäàõ¿(çàäà÷à �7), ïîýòîìó òðè âûñîòû
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Óïð. �16. Âûñîòû AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H, M è N � cåðåäèíû îòðåçêîâ AB è CH ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî A1B1 ⊥ MN .

Â íàøåì ïðèìåðå ðàäèêàëüíàÿ îñü ¾ïîìîãëà¿ îðòîöåíòðó, à âîò ñåé÷àñ ïðîíàáëþäàåì
îáðàòíóþ êàðòèíó. Ïðîâåä¼ì â òðåóãîëüíèêå ïðîèçâîëüíûå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû
ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé íà ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå(òàêèå îòðåçêè íàçûâàþò ÷åâèàíàìè)
è ïîñòðîèì íà âñåõ òð¼õ ÷åâèàíàõ îêðóæíîñòè êàê íà äèàìåòðàõ. Òîãäà êàæäîå îñíîâàíèå
âûñîòû ïîïàä¼ò íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðóæíîñòü, èáî èç îñíîâàíèÿ âûñîòû ñîîòâåòñòâóþùàÿ
÷åâèàíà âèäíà ïîä ïðÿìûì óãëîì. Íî òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òð¼õ ýòèõ îêðóæíîñòåé
îðòîöåíòð ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì. Èç ýòîãî æå íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ìû
ïîñòðîèì íà äâóõ ÷åâèàíàõ êàê íà äèàìåòðàõ îêðóæíîñòè, òî èõ ðàäèêàëüíàÿ îñü ïðîéä¼ò
÷åðåç îðòîöåíòð èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêèì âîò èíåòðåñíûì îáðàçîì ñâÿçàí îðòîöåíòð
ñ ðàäèêàëüíûìè îñÿìè, íî íà ýòîì ïðèêëþ÷åíèÿ íå çàêàí÷èâàþòñÿ. Èòàê, ìû ïîêàçàëè,
÷òî åñëè íà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ÷åâèàíàõ êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîèòü îêðóæíîñòè, òî èõ
ðàäèêàëüíàÿ îñü ïðîéä¼ò ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì òåïåðü îñíîâàíèÿ ÷åâèàí
A1, B1 è C1 òàê, ÷òîáû îíè ëåæàëè íà îäíîé ïðÿìîé
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Òåïåðü ïîñòðîèì íà êàæäîé èç ÷åâèàí AA1, BB1 è CC1 êàê íà äèàìåòðàõ îêðóæíîñòè, èõ
öåíòðû îáîçíà÷èì A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåî-
ðåìå ðàäèêàëüíûå îñè ëþáûõ äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé äîëæíû ïðîéòè ÷åðåç îðòîöåíòð
òðåóãîëüíèêà ABC, c äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîò æå ðèñóíîê ìîæíî ïîñìîòðåòü òàê áóäòî òðå-
óãîëüíèê BC1A1 èñõîäíûé è íà åãî ñòîðîíàõ (òî÷íåå ïðîäîëæåíèÿõ ) âçÿòû òî÷êè A,C è B1 â
êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ÷åâèàí. Íî òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàäèêàëüíû îñè îêðóæíîñòåé äîëæ-
íû ïðîéòè è ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà BC1A1! Àíîëîãè÷íî, äëÿ òðåóãîëüíèêîâ A1B1C
è AC1B1, ò.å. êàæäàÿ èç òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñåé ïðîéä¼ò ÷åðåç êàæäûé èç ÷åòûð¼õ îðòîöåí-
òðîâ! Óõ, à ÷òî áû ýòî çíà÷èëî? Òàê âåäü îðòîöåíòðû ó íàñ, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûå, à ëþáûÿ
ïðÿìàÿ, â òîì ÷èñëå è ðàäèêàëüíàÿ îñü çàäà¼òñÿ äâóìÿ òî÷êàìè, ñòàëî áûòü âñå ðàäèêàëüíûå
îñè ñîâïàäàþò, ò.å. îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñîîñíûìè, ïîýòîìó è âñå ÷åòûðè îðòîöåíòðà ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé!

Ôàêò íà ñàìîì äåëå ïîòðÿñàþùèé, ò.å. ìû áåð¼ì ïðîèçâîëüíûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê AC1A1C,
ëèøü áû ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íå áûëè ïàðàëëåëüíû, ïðîäëèâ ïðîòèâîïîëîæíûå AC1 è
CA1, C1A1 è AC ñòîðîíû äî ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûå ïîëíûé ÷åòûð¼õâåðøèí-
íèê , òîãäà îðòîöåíòðû ÷åòûð¼õ òðåóãîëüíèêîâ � äâóõ ¾ìàëåíüêèõ¿(∆BC1A1 è ∆A1B1C) è
äâóõ ¾áîëüøèõ¿(∆ABC è ∆AC1B1), ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé!
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Íî è ýòî íå âñ¼! Âåäü ìû ïîìíèì, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè öåòðîâ
îêðóæíîñòåé, òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðÿìàÿ A2C2 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé H1H4, íî ïî òåì
æå ïðè÷èíàì C2B2 ïåðïåíäèêóëÿðíà âñ¼ òîé æå ïðÿìîé H1H4, ñòàëî áûòü òî÷êè A2, B2 è
C2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé! Ýòà ïðÿìóþ íàçûâàþò ïðÿìîé Ãàóññà, à ïðÿìóþ H1H4 ïðÿìîé
Îáåðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ Ãàóññà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé Îáåðà! Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü
ñåé ôàêò áåç ðàäèêàëüíûõ îñåé?!

Â ðàññìîòðåííîé êîíñòðóêöèè î÷åíü èíòåðåñíî òî, ÷òî â ôîðìóëèðîâêàõ íåò è íàì¼êà
íà îêðóæíîñòè è ðàäèêàëüíûå îñè, âñÿ èõ ìîãó÷àÿ ðàáîòà îñòà¼òñÿ çà êàäðîì. È ýòî êàê
ðàç õàðàêòåðíî äëÿ ðàäèêàëüíûõ îñåé òàê, íàïðèìåð, çàäà÷ó �5, ðåøåíèå êîòîðîé ìû óæå
îáñóæäàëè, ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëüíûõ îñåé! Íàïîìíèì å¼ ôîðìóëèðîâêó

Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AB, QH � ïåðïåíäèêóëÿð, îïó-
ùåííûé íà AB. Òî÷êè C è M � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Q è ðàäèóñîì
QH ñ ïåðâîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ CM äåëèò ðàäèóñ QH ïîïîëàì.

Ðåøåíèå(âòîðîé ñïîñîá).

Åñëè ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýòó çàäà÷ó íà ÿçûêå ðàäèêàëüíûõ îñåé, òî ïî ñóòè òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà QH òî÷êà K ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè
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â òî÷êàõ Q è O, ò. å. íà íà îòðåçêå MC. À êàê æå ïîêàçàòü-òî, ÷òî òî÷êà K î÷óòèëàñü
íà îòðåçêå MC ? Ïîïðîáóåì ïðÿìî ïî îïðåäåëåíèþ ðàäèêàëüíîé îñè äåéñòâîâàòü, ò.å. åñëè
ìû ïîêàæåì, ÷òî ñòåïåíè òî÷êè K îòíîñèòåëüíî îáåèõ îêðóæíîñòåé ðàâíû, òî âåäü ìû è
çàäà÷ó âñþ îäîëååì. Ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå Q ñ÷èòàåòñÿ ñî-
âñåì ïðîñòî: KQ2 − (QH)2 = −3r2, ãäå ÷åðåç 2r îáîçíà÷èëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè. Ñòåïåíü
îòíîñèòåëüíî âòîðîé îêðóæíîñòè âûñ÷èòûâàåòñÿ íåìíîãèì òðóäíåå: KO2 = KH2 + OH2 =
KH2 + (OQ2 − QH2) = R2 − 3r2(ïðè âû÷èñëåíèè äâàæäû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó Ïèôàãîðà
äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ KHO è QHO.)⇒ KO2−R2 = −3r2. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî
ñòåïåíü òî÷êè K îòíîñèòåëüíî îáåèõ îêðóæíîñòåé äåéñòâèòåëüíî îäèíàêîâà. Òåïåðü ñðàâíè-
òå ýòî âîò ðåøåíèå ñ ïåðâûì è ðåøèòå êàêîå èç íèõ ïðîùå. È çäåñü îïÿòü-òàêè ðàäèêàëüíûå
îñè îñòàþòñÿ â òåíè. Â ýòîì îòíîøåíèè î÷åíü èíòåðåñíà ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à �9. Ïóñòü BB1 è CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC(AB 6= BC).
Ïóñòü M - cåðåäèíà ñòîðîíû BC, H - îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ BC è B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî DH ⊥ AM .

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷òî-òî ïðî òî÷êó D äîêàçûâàòü íàäîáíî ïîíÿòü íàì êàê îíà
âîîáùå ïîëó÷èëàñü. Ïî óñëîâèþ îíà ïîëó÷èëàñü â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B1C1

è BC. Òî÷êè B1 è C1 ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò, ïîýòîìó òî÷êè C,C1, B è B1 ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì BC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå B1HC1A:
∠HB1A + ∠HC1A = 90◦ + 90◦ = 180◦. È ñòàëî áûòü B1HC1A � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê,
ïðè÷¼ì AH ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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Òàê òàê, ÷òî-òî óæå ïðîÿñíÿåòñÿ. Âèäèì, ÷òî â íàéäåííûõ äâóõ îêðóæíîñòÿõ B1C1 ÿâëÿ-
åòñÿ îáùåé õîðäîé. Àãà! Îáùèå õîðäû íà óæå ïîïàäàëèñü, êîãäà ìû ãîâîðèëè ïðî òåîðåìó
î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ òð¼õ îêðóæíîñòåé! À ó íàñ-òî ïîêà âñåãî äâå îêðóæíîñòè è îñü
ñòàëî áûòü îäíà... À ÷òî æå íàñ ïðîñèëè äîêàçàòü-òî? òî, ÷òî DH ⊥ AL. Ïðåäïîëîæèì íà
ìèíóòó, ÷òî ìû ýòî óæå äîêàçàëè, íî òîãäà âåäü òî÷êà L òîæå ïîïàä¼ò íà îêðóæíîñòü ñ
äèàìåòðîì AH (ïðîäóìàéòå ýòî!). Èòàê, B1C1 îáùàÿ õîðäà, à âîò åñëè áû LH òîæå ñòàëà
îáùåé õîðäîé äëÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç C1, H, L,B1, è îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè C,L, H è B, òî ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ïðèìåíèòü òåîðåìó î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ
îñÿõ. Íî ¾áåäà¿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ïîêà íå çíàåì, ÷òî òî÷êè C,L, H è B ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè, ò.å. íóæíî ðåøèòü

Ïîäçàäà÷ó (îëèìïèàäà 239 øêîëû. 8-9 êëàññû. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã. 1997 ãîä. Áåðëîâ Ñ.)
Ïóñòü H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, L � åãî ïðîåêöèÿ íà ìåäèàíó AM ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, L,H è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå ëåãêî ïîíÿòü, ïîñìîòðåâ íà ñëåäóþùóþ êàðòèíêó

Çäåñü îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðèìåíèòü òðþê ïîëåçíûé ïðè âîçíèêíîâåíèè ìåäèàíû, ò.å.
äîñòðàèâàåì òðåóãîëüíèê ABC äî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, òîãäà CH ⊥ CD,BH ⊥ BD ,
ò.ê. BD||AC, AB||CD. Òåïåðü-òî âèäíî, ÷òî òî÷êè C, L,H, B è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì DH.
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C ïîäçàäà÷åé ñïðàâèëèñü, âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé. Òåïåðü ÿñíî ñ êàêîãî áîêó íóæíî
çàõîäèòü, à èìåííî, ìû äîêàæåì, ÷òî BC, B1C1 è ïðÿìàÿ ML, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê AM ,
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òî, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî èñõîäíîé çàäà÷å. Íî ñäåëàòü ýòî ñî-
âñåì ïðîñòî, îñòàëîñü ïîñìîòðåòü íà òðè îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç C,B1, C1, B- ïåðâàÿ,
C, L,M,B - âòîðàÿ è ,íàêîíåö, L,B1, A, C1,M - òðåòüÿ, ïî òåîðåìå î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ
òðè íóæíûå ïðÿìûå ïåðåñåêóòüñÿ â îäíîé òî÷êå.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò ïîòðÿñàþùåå ïðîäîëæåíèå. Ðàññìîòðèì îïÿòü
íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, AA1, BB1 è CC1 � âûñîòû òðåóãîëüíèêà, D1, D2, D3 �
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è A1B1, AC è A1C1, BC è B1C1, ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà òî÷êè
D1, D2 è D3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðÿìóþ, íà êîòîðîé äåæàò òî÷êè D1, D2 è D3, íàçûâàþò
îðòîöåíòðè÷åñêîé îñüþ òðåóãîëüíèêà ABC.

È çäåñü íà ïîìîùü ïðèõîäèò ðàäèêàëüíàÿ îñü! Êîíå÷íî æå, ýòî çâó÷èò ñòðàííî, âåäü äî
ñåé ïîðû ðàäèêàëüíóþ îñü ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òðè ïðÿìûå ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Çäåñü æå ðàäèêàëüíàÿ îñü ïîìàãàåò èíà÷å, òî÷íåå, ìû ïîêàæåì,
÷òî òî÷êè D1, D2 è D3 ëåæàò íà ðàäèêàëüíîé îñè îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîüíèêà ABC
è îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà H1H2H3. Ïîñëåäíþþ îêðóæíîñòü òàêæå íàçûâàþò
îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê.

Óïð. �17. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå îñíîâàíèÿ âûñîò, ñåðåäèíû ñòîðîí, à òàêæå ñå-
ðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Óïð. �18. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí M , îðòîöåíòð H è
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè ýòîì OM : MH = 1 : 2. (Ïðÿìàÿ Ýéëåðà.)

Óïð. �19. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê O1 ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà, ïðè ýòîì OM :
MO1 : O1M = 2 : 1 : 2.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî òî÷êà D1 ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îïèñàííîé îêðóæíîñòè
∆ABC è îïèñàííîé îêðóæíîñòè ∆A1B1C1. Ñåé ôàêò íåòðóäíî óñìîòðåòü èç ñëåäóþùåé êàð-
òèíêè
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Òóò íà ïîìàãàåò âñïîìîãàòåëüíàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A,C1, A1 è C. Ñ
îäíîé ñòîðîíû òî÷êà D1 ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòè îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíè-
êà A1B1C1, è âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñòè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû íà ðàäèêàëüíîé îñè îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è îïÿòü-òàêè âñïîìîãàòåëüíîé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà D1 äîëæíà ëåæàòü(ïî òåîåðåìå î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ) è íà ðàäèêàëüíîé îñè îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è îïèñàííîé îêóðæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Òî÷íî
òàêæå äîêàçûâàåòñÿ äëÿ òî÷åê D2 è D3, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò òîé æå ðàäèêàëüíîé îñè.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îðòîöåíòðè÷åñêàÿ îñü òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ
îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê, íî ìû òàêæå çíàåì, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü
ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó ïîëó÷àåì,
÷òî îðòîöåíòðè÷åêñàÿ îñü òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé Ýéëåðà! Ôàêò àáñîëþòíî
ïîòðÿñàþùèé òåì óäèâèòåëüíåå, ÷òî è åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ
äîêàçàòåëüñòà äðóãèõ òåîðåì.

Óïð. �20. Ïîêàæèòå, ÷òî îñíîâíèÿ âíåøíèõ áèññåêòðèñ òðåóãîüíèêà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (îñü âíåøíèõ
áèññåêòðèñ), ïðè ýòîì îñü âíåøíèõ áèññåêòðèñ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåòðû âïèñàííîé è
îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà.

22



Çàäà÷à Èãîðü Ô¼äîðîâè÷à.
Â óæå äàë¼êîì 1985 ãîäó ó÷àñòíèêàì XXVI Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû

ïðåäëàãàëàñü ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à �10. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû A è C òðå-

óãîëüíèêà ABC, ïåðåñåêàåò åãî ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ K è N ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíî-
ñòè îïèñàííûå âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ BKN è ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ B è M . Äîêàæèòå,
÷òî ∠BMO = 90◦.

Ðåøåíèå. Â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è òåîðåìà î ðàäèêàëüíûõ îñÿõ âûñòóïàåò êàê âñïîìàãà-
òåëüíûé èíñòðóìåíò, à èìåííî ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðÿìûå AC,KN
è BM ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, îáîçíà÷èì å¼ P .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî OM ⊥ BP óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ïîëåçíîé
Ëåììà 1. Ïóñòü äàíû ÷åòðûå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ A,B,C è D, òîãäà AB ⊥ CD ⇔

AC2 −BC2 = AD2 −BD2.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â îäíó ñòîðîíó ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî óïðàæíåíèåì íà òåîðåìó Ïèôàãîðà,
à â îáðàòíóþ ñòîðîíó ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, îò ïðîòèâíîãî.

Óïð. �21. Ïîëó÷èòå, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, åù¼ îäíî ¾íåøêîëüíîå¿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òðè âûñîòû
òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Íî è ýòîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è åù¼ ìàëîâà-òî (âñ¼-òàêè Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà!),
íóæíî åù¼ è çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè P, M,N è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ÷òî ñëåäóåò
èç öåïî÷êè: ∠BMN = ∠AKN = ∠NCP . Åñëè îáîçíà÷èòü ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè A,K,N è C, ÷åðåç r, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

PM · PB = PN · PK = OP 2 − r2(âîò îíà ñòåïåíü òî÷êè!)
BM ·BP = BN ·BC = OB2 − r2(èñïîëüçóåì òî, ÷òî MNCP âïèñàííûé.)
Òåïåðü íåìíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî êîëäîâñòâà:
OB2 − OP 2 = BP · (BM − PM) = (BM + PM) · (BM − PM) = BM2 − PM2, òîãäà ïî

ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî OM ⊥ BP !
Àâòîðîì ýòîé êðàñèâîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûé ãåîìåòð Èãîðü

Ô¼äîðîâè÷ Øàðûãèí (1937-2004). Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðîñëåäèì êàê êîíñòðóêöèÿ Èãîðÿ Ô¼-
äîðîâè÷à èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

Î÷åíü èíòåðåñíûé remake íà çàäà÷ó Èãîðÿ Ô¼äîðîâè÷à ïðåäëàãàëñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäå Áîëãàðèè â 1996 ãîäó.

Çàäà÷à �11. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD âïèñàííîãî ÷åòåð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå E, à äèàãîíàëè AC è BD � â òî÷êå F . Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ
AFD è BCF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ H è F . Äîêàæèòå, ÷òî ∠EHF = 90◦.

Ðåøåíèå. Çàäà÷à ¾ïî÷òè òàêàÿ æå¿ êàê è ïðåäûäóùàÿ è ðåøàåòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A,B, C è D. Çàìåòèì, ÷òî

∠AHB = 2π−∠AHF−∠BHF = 2π−(π−∠ADF )−(π−∠BCF ) = ∠ADF+∠BCF = 2∠ADB = ∠AOB,
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ò.å. òî÷êà O ëåæèò íà îêðóæíîñòè îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABH. Ïî àíîëîãè÷íûì
ïðè÷èíàì òî÷êà O ëåæèò íà îêðóæíîñòè îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CDH, íî òîãäà ïî
òåîðåìå î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ ïðÿìàÿ HO äîëæíà ïðîéòè ÷åðåç òî÷êó E.

Òåïåðü îñòàëîñü ñîâñåì ÷óòü-÷óòü. Ïî ñâîéñòâàì âïèñàííûõ óãëîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
öåïî÷êó ðàâåíñòâ

∠OHF = ∠OHC − ∠HFC = π − ∠ODC − ∠CBF = π − ∠ODC − 1

2
∠COD =

π

2
.

Â 1997 ãîäó íà ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå Êàíàäû âîçíèêàåò ¾àáñîëþòíî¿ äëÿ íàñ íîâàÿ
Çàäà÷à �12. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå P , à ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC � â òî÷êå Q. Èç òî÷êè Q ê îêðóæíîñòè ïðîâîäÿò
äâå êàñàòåëüíûå, E è F � òî÷êè êàñàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè F,E è P ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à èìååò ìàëî îáùåãî ñ ïðåäûäóùèìè äâó-
ìÿ, íî äàâàéòå äîñòðîèì íàøó êîíñòðóêöèþ äî êîíñòðóêöèè Èãîðÿ Ô¼äîðîâè÷à.
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Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ∠OMQ = 90◦, à ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè çàìå÷àåì,
÷òî ∠OEQ = ∠OFQ = 90◦, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè O,E, Q,M è F ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì OQ. È âîò òåïåðü â êîòîðûé óæå ðàç ïðèõîäèò íà âûðî÷êó
òåîðåìà î òð¼õ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ, èáî EF ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ äëÿ òîëüêî ÷òî ïîëó-
÷åííîé îêðóæíîñòè è îïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, QM � ðàäèêàëüíàÿ
îñü äëÿ îêðóæíîñòè âñïîìîãàòåëüíîé (ïðîõîäÿùåé ÷åðåç O, E, Q) è îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà DCQ, à DC � ðàäèêàëüíàÿ îñü äëÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé âîêðóã ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà ABCD è òðåóãîëüíèêà DQC, ïîýòîìó ïðÿìàÿ EF òîæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P .
Âçîáðàëèñü è íà ýòó âåðøèíó!2

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðè ïðåäûäóùèå çàäà÷è ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùèé
Ôàíòàñòè÷åñêèé ôàêò. ×åðåç òî÷êó Q, êîòîðàÿ ëåæèò âíå îêðóæíîñòè, ïðîâîäÿòñÿ äâå

ïðîèçâîëüíûå ñåêóùèå, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è D, C è B. Ïðÿìûå AB è
DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , îòðåçêè AC è BD � â òî÷êå K. Ïóñòü ïðÿìàÿ PK ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ EF , òîãäà QE è QF áóäóò êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè!

Òåîðåìà ñîâåðøåííî ïîòðÿñàþùàÿ, âåäü ìû ôèêñèðóåì òî÷êó, ïðîâîäèì ÷åðåç íå¼ àáñî-
ëþòíî ïðîèçâîëüíûå ñåêóùèå, ïîëó÷àåì íåêîòîðûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

2Íà òàêèõ âûñîòàõ âîçäóõ î÷åíü ðàçðÿæåííûé � äûøàòü òÿæåëî, ïîýòîìó åñëè Âàì íå óäàëîñü âçîáðàòüñÿ,
òî ðåêîìåíäóåòñÿ ñòïóñòèòüñÿ ÷óòü íèæå è íà÷àòü çàíîâî, ò.å. ïåðå÷èòàòü âåñü ïóíêò ñíà÷àëà.
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ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îòëè÷íîé îò èñõîäíîé ñ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ñ îêðóæíîñòüþ áóäóò ñëóæèòü òî÷êàìè
êàñàíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ èç èñõîäíîé òî÷êè! Èç ýòîãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé äëÿ âñåõ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé, ò.ê. òî÷êè E è F íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñåêóùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ôàíòàñòè÷åñêîãî ôàêòà. Ïåðâîå ñîâñåì ïðîñòîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî EF ⊥ OQ, ïî ¾êàíàäñêîé¿ çàäà÷å ìû çíàåì, ÷òî EF ïðîõîäèò ÷åðåç P . Äðóãèìè
ñëîâàìè ïðÿìàÿ EF ñîâïàäàåò ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì îïóùåííûì èç òî÷êè P íà ïðÿìóþ OQ.3 Ñ
äðóãîé ñòîðîíû èç ðåøåíèÿ ¾áîëãàðñêîé¿ çàäà÷è íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî CP ⊥ OQ. Òàêèì
îáðàçîì òî÷êè P, F,K, E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé!

Óïð. �22. Ïîñòðîéòå êàñàòåëüíóþ ê äàííîé îêðóæíîñòè èç äàííîé òî÷êè, èñïîëüçóþ òîëüêî ëèøü ëè-
íåéêó.

Óïð. �23 . (Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà Êèòàÿ, 1996 ãîä.) Ïóñòü H îòðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ABC. Êàñàòåëüíûå, ïðîâåä¼ííûå èç âåðøèíû A, ê îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà BC êàê íà äèà-
ìåòðå, êàñàþòñÿ å¼ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P,Q, H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Óïð. �24.×åòðûð¼õóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü S. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåí-
íûé èç öåíòðà S íà ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà,
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé.

3Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì èç äàííîé òî÷êè íà äàííóþ ïðÿìóþ, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü
îòðåçêîì, íî çäåñü ýòî íå òàê âàæíî.
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Çàêëþ÷åíèå.
Íà÷àëè ìû ñ Âàìè ñ ñîâñåì ïðîñòîé çàäà÷è, è âîò òàê, øàã çà øàãîì, çàáèðàëèñü íà ðàçíûå
ãåîìåòðè÷åñêèå âåðøèíû. Êàæäîå â îòäåëüíîñòè âîñõîæäåíèå, íàäåþñü, íå áûëî òðóäíûì, è
âîò òåïåðü, ïîñëå ïðîäåëàííîé ðàáîòû, ìîæíî ïîëþáîâàòüñÿ ïåéçàæàìè è ïî÷óâñòâîâàòü âñþ
ðàäîñòü âîñõîæäåíèÿ! Íî, ÷òîáû íå âîçíèêëî îùóùåíèÿ, ÷òî âñå âåðøèíû óæå ïîêîðèëèñü,
âîò Âàì íåñêîëüêî ìàðøðóòîâ äëÿ ñàìîìñòîÿòåëüíîãî âîñõîæäåíèÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ÷åòûð¼õ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæ-
íîñòÿì ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. ×åðåç äâå èç òî÷åê êàñàíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ñ äâóìÿ îêðóæíîñòÿìè ïðîâå-
äåíà ïðÿìàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè âûñåêàþò íà ýòîé ïðÿìîé ðàâíûå õîðäû.

3. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A1 è A2, B1 è B2, C1 è C2. Äîêàæèòå,
÷òî A1B2 ·B1C2 · C1A2 = A2B1 ·B2C1 · C2A1.

4. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà A1. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-
êó A1B ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå M , à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A1C
ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ A1 îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé MN , ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè AD, BE è CF îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (òåîðåìà Áðèàíøîíà.)

6. Äàíû ÷åòûðå îêðóæíîñòè S1, S2, S3 è S4, ïðè÷¼ì îêðóæíîñòè Si è Si+1 êàñàþòñÿ âíåø-
íèì îáðàçîì äëÿ i = 1, 2, 3, 4(S5 = S1). Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàëüíàÿ îñü îêðóæíîñòåé S1

è S3 ïðîõîäèò ÷ðåçå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ ê S2 è S4.

7. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ l1 è l2. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ω1 êà-
ñàåòñÿ l1 â òî÷êå A è ω � âíåøíå â òî÷êå C. Òðåòüÿ îêðóæíîñòü ω2 êàñàåòñÿ l2 â òî÷êå
B è ω êàñàåòñÿ âíåøíå â òî÷êå D è, íàêîíåö, ω1 � âíåøíå â òî÷êå E. Ïóñòü Q � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è BC. Äîêàæèòå, ÷òî QC = QD = QE.

8. (Èíäèÿ, 1995 ãîä.) Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ BC ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC òðåóãîëüíè-
êà ABC â òî÷êàõ D è E, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü P ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ADE, è F è G � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ DE ñ BP è CP , ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ PDG è
PFE.

9. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà D. Ñòðîÿòñÿ îêðóæíîñòü ω1, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B è D, è îêðóæíîñòü ω2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè C è D, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ω1 è ω2, îòëè÷íàÿ îò D, ëåæèò íà AD. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ω1, ω2 ñî ñòîðîíîé BC, ñîîòâåòñòâåííî, è ÷åðåç X,Y òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ DF è AB, DE è AC, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî XY ||BC.

10. (Ìîñêîâñêàÿ ãîðîäñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà. 2008 ãîä. Â. Ôèëèìîíîâ.) ×åðåç
öåíòð O âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ïðÿìîé AO è ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ BC â òî÷êå M . Èç òî÷êè O íà ïðÿìóþ
AM îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð OD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A,B,C è D ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

11. (Çîíàëüíûé òóð Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû. 1997 ãîä. Ë. Ñìèðíîâà.) Îêðóæíîñòè S1

è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû A è C íåêîòîðîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ëåæàò íà îêðóæíîñòè S1, à âåðøèíû B è D � íà îêðóæíîñòè
S2, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé ëåæèò íà ïðÿìîé MN .
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12. (Çîíàëüíûé òóð Âñåðîññèéñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû. 2005 ãîä. Ë. Åìåëüÿíîâ.)
Ïóñòü AA1 è BB1� âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Èç-
âåñòíî, ÷òî îòðåçîê A1B1 ïåðåñåêàåò ñðåäíþþ ëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ AB, â òî÷êå C1.
Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê CC1 ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ âûñîò è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

29


