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Ïðåäóïðåæäåíèå: çàäà÷è ñèëüíî ðàçíÿòñÿ ïî ñëîæíîñòè.

1. ×åìó ðàâíà (ïîëíàÿ) ñóììà ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà?

2. Íàéòè ñóììó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ a

∑

x∈Fp

(
x(x+ a)

p

)
.

3. Íàéòè ñóììó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ äèñêðèìèíàíòà b2 − 4ac

∑

x∈Fp

(
ax2 + bx+ c

p

)
.

4. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè â ãðà�å Ïýëè.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âû÷åòîâ â Zp ó êîòîðûõ ñîñåä (ïðàâûé/ëåâûé/îáà) � íåâû÷åò?

6. Ïóñòü k � íåíóëåâîå ÷èñëî. Ñóììà

S(k) =
∑

x∈Fp

(
x3 + kx

p

)

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ßêîáñòàëÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

1) Äëÿ p ≡ −1 (mod 4) ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ, à äëÿ p ≡ −1 (mod 4) ñóììà ßêîáñòàëÿ
� ÷åòíîå ÷èñëî.

2) Èìååì S(a2k) =
(

a
p

)
S(k).

3) Åñëè

(
k
p

)
= 1 è

(
l
p

)
= −1, òî

(
1

2
S(k)

)2

+

(
1

2
S(l)

)2

= p .

Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå âèäà p ≡ −1 (mod 4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

äâóõ êâàäðàòîâ.

7. (Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) Ïóñòü f : ZN → C � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �îðìóëîé

f̂(r) =
∑

x∈ZN

f(x)e(−rx) ,

Òîãäà ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

N
∑

x

|f(x)|2 =
∑

r

|f̂(r)|2 (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ) .
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f(x) =
1

N

∑

r

f̂(r)e(rx) (�îðìóëà îáðàùåíèÿ) .

Ïóñòü g : ZN → C � äðóãàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà

N
∑

x

f(x)g(x) =
∑

r

f̂(r)ĝ(r)

8. Ïóñòü f, g : ZN → C � íåêîòîðûå �óíêöèè. Ñâåðòêîé �óíêöèé f è g íàçûâàåòñÿ

�óíêöèÿ (f ∗ g)(x), âû÷èñëÿåìàÿ ïî �îðìóëå

(f ∗ g)(x) =
∑

s

f(s)g(x− s) .

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè �óíêöèé f è g, òî åñòü (̂f ∗ g)(r) (= (f ∗ g)̂ (r)) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî �îðìóëå

(̂f ∗ g)(r) = f̂(r)ĝ(r) .

9. Âûðàçèòü ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ c1x1 + · · ·+ ckxk = 0, ãäå xk ∈ A ÷åðåç ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè A.
10. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ â Fp ñ øàãîì 1. Äîêàçàòü,

÷òî |P̂ (r)| ≤ 4p
|r|
.

11. Ïóñòü A,B ⊆ Fp è |A||B| > p. Äîêàçàòü, ÷òî (A − A) ∩ (B − B) 6= ∅. Ïðèäóìàòü
ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî è äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ àíàëèçà Ôóðüå.

12. Åñëè ìíîæåñòâî E ∈ Zp òàêîå, ÷òî E + x ⊆ E, x 6= 0, òî E = Zp. Ïðèäóìàòü

ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî è äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ àíàëèçà Ôóðüå.

13. Êàê ñâÿçàíû êîý��èöèåíòû Ôóðüå ìíîæåñòâà è åãî äîïîëíåíèÿ?

14. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî Fp ðàçìåðà ìåíüøå, ÷åì 0.1 log p. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå x 6= 0 òàêîå, ÷òî xA ëåæèò îò 0 äî p/2.

15. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊆ Zp ïîëîæèì Q[A] := (A − A)/(A − A) \ {0}.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |A| > √

p, òî Q[A] = Zp. Âûâåñòè îòñþäà îöåíêó Âèíîãðàäîâà äëÿ

ìèíèìàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà.

16. Äîêàçàòü

(x2
1+x2

2+x2
3+x2

4)(y
2
1+y22+y23+y24) = (x1y1+x2y2+x3y3+x4y4)

2+(x1y2−x2y1+x3y4−x4y3)
2+

+(x1y3 − x3y1 + x4y2 − x2y4)
2 + (x1y4 − x4y1 + x2y3 − x3y2)

2 .

17. Ïóñòü

T (a) =
∑

x∈Fp

e(xn + ax) .

Íàéòè

∑
a |T (a)|2.

18. Ïóñòü

T (a) =
∑

x∈Fp

e(axn) .

Íàéòè

∑
a |T (a)|2.

19. Âûðàæåíèå

G(a) =
∑

x∈Fp

e(ax2)
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íàçûâàåòñÿ ñóììîé �àóññà. Äîêàçàòü, ÷òî

G(a) =
∑

x∈Fp

(
x

p

)
e(ax) =

(
a

p

)
G(1) .

20. Âûðàçèòü ÷åðåç ñóììû �àóññà òðèã. ñóììó

∑
x∈Fp

e(ax2 + bx + c) .
21. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî

1) G2(1) = p.
2) |G(a)| = √

p.
3) (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

G(1) =

{ √
p åñëè p ≡ 1 (mod 4)

i
√
p åñëè p ≡ 3 (mod 4)

22. Ïóñòü a 6= 0 � ëþáîå ÷èñëî. Âîçâåäåíèåì â êâàäðàò äîêàçàòü, ÷òî

|
∑

x∈Fp

e(ax3)| ≤ 2p3/4 .

23*. Ïóñòü a 6= 0 � ëþáîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî

|
∑

x∈Fp

e(axd)| ≤ (d− 1)
√
p .

24. Ïóñòü Γ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà â Fp. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ r 6= 0

âûïîëíåíî |Γ̂(r)| < √
p.

25. Ïóñòü Γ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîäãðóïïà â Fp, |Γ| > p3/4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé

íåíóëåâîé ýëåìåíò Fp ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ýëåìåíòîâ Γ.
26. Äîêàçàòü òåîðåìó Ôåðìà â êîíå÷íîì ïîëå, òî åñòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n è äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p íàéäóòñÿ íåíóëåâûå x, y, z ∈ Fp òàêèå, ÷òî xn + yn ≡ zn (mod p).

Íåðåøåííûå çàäà÷è.

1*. (�èïîòåçà Âèíîãðàäîâà) Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé êâàäðàòè÷íûé âû-

÷åò/íåâû÷åò â Zp ìåíüøå ÷åì pε äëÿ ëþáîãî ε > 0.
2*. (Äèñêðåòíàÿ ïðîáëåìà Êàêåè äëÿ âû÷åòîâ) Ïóñòü A ⊆ Z∗

p � íåêîòîðîå

ìíîæåñòâî, |A| = (p − 1)/2. Ïóñòü òàêæå |Q| = (p − 1)/2 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ Q ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà qA ìåíüøå ÷åì pε

äëÿ ëþáîãî ε > 0?
3*. (Âîïðîñ Àëîíà) Ïóñòü A ⊆ Z/pZ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, |A| ≥ c

√
p, ãäå

c > 0 � íåêîòîðàÿ ìàëåíüêàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà (íàïðèìåð, c = 1/100). Ìîãóò ëè âñå

÷èñëà èç ìíîæåñòâà A−A áûòü êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè/íåâû÷åòàìè? Òîò æå âîïðîñ,

íî ïóñòü, äîïîëíèòåëüíî, èçâåñòíî, ÷òî âñå ñóììû A−A � ðàçëè÷íûå.

4*. (Âîçâðàùàåìîñòü íà òîðàõ) Ïóñòü ìíîæåñòâî S ⊆ Zp � ñèíäåòè÷åñêîå, òî

åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî ëþáûìè ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè îãðàíè÷åíî ñâåðõó íåêîòîðîé

àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé d. Äîêàçàòü, ÷òî S + S ñîäåðæèò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

äëèíû pε(d), ãäå âåëè÷èíà ε(d) > 0 çàâèñèò òîëüêî îò d.
5*. (Äâîéñòâåííûå ñóììû�ïðîèçâåäåíèé) Ïóñòü A ⊆ Zp � ïðîèçâîëüíîå ìíî-

æåñòâî, |A| > pε, ε > 0. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ l, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ε òàêîå, ÷òî

(lA)l = Z∗
p.
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